Desafio 60 - Circulando por la ciudad - Tercera parte.

Una ciudad con restricciones de trdfico y una linea de Metro.

Alberto y Maria viven en una ciudad con las siguientes restricciones de trafico los domingos:

e Todas las calles seran de sentido Unico para todos los vehiculos privados: s6lo podra circularse
en sentido "Este" en las calles "horizontales" o en sentido "Sur" en las "verticales".

e La ciudad cuadriculada tiene una diagonal peatonal ajardinada, conocida como "la diagonal verde",
gue recorre la ciudad de noroeste a sureste. Los domingos, estara prohibido a todos los automéviles
el acceso alos tramos de calles que desembocan en un cruce con la diagonal.

El garaje de la casa de Maria y Alberto tiene la salida en una calle que deja al Oeste un cruce con la
diagonal. Por tanto, pueden salir de su casa los domingos en automdvil, pero la primera manzana la
tendran que recorrer obligatoriamente hacia el Este. Este primer tramo obligado esta pintado en rojo en
el plano. La ciudad dispone de una Unica linea de Metro: la Linea Azul, que conecta y tiene parada en
todos los cruces contiguos a la diagonal por el Este o Norte.
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Una excursion nocturna en Automovil y Metro.

Es domingo por la noche, y Alberto se dispone a dar al bebé el paseo en automdvil para que se duerma.
Como hace mucho frio, decide ir en automoévil y regresar en Metro, para tener que recorrer una sola
manzana paseando.

El bebé lleva una temporada en que le cuesta mas dormirse, por lo que sus padres saben que el trayecto en
automovil debe ser de 9 manzanas para que el suefio sea suficientemente profundo. En consecuencia,
Alberto se dirigira en coche, siempre respetando las restricciones de trafico, al cruce que se sitia 5
manzanas al Este y 4 Manzanas al Sur de su casa. Este cruce dispone de estacion de metro, por lo que al
llegar Alberto aparcara, metera al bebé dormido en el carrito, y tomara el Metro hasta una de las estaciones
que dista una manzana de su casa.

Antes de salir, Alberto y Maria se preguntan cuantas rutas en automévil son posibles. Para ello consultan el
desafio 53 del Club Pitagéricos, donde se daba la solucién numérica para el caso de Alberto en Automovil.
Con ello confeccionan una tabla que cubre hasta 9 desplazamientos hacia el Este.

Wl 1|23 |45 |6 7 8 9
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4 5 6 7 8
2 2 5 9 14 20 27 35
3 5 14 | 28 48 75 110
4 42 90 165 275
5 42 132 297 | 572
6 132 429 | 1.001
7 429 | 1.430
8 1.430
9

Recordemos el significado de esta tabla. En la cabecera de las columnas esta el numero X de manzanas
gue tienen que desplazarse hacia el Este para llegar a un cruce, y por filas tenemos el nimero Y de
manzanas que tienen que desplazarse al Sur. En cada celda, se indican el nUmero de caminos diferentes
que se pueden tomar para llegar a la celda de coordenadas (X,Y).

Para su excursién nocturna, Alberto se tiene que fijar en la celda correspondiente a X=5 (desplazamiento
hacia el Este) y Y=4 (desplazamiento al Sur). Esta esta sefialada con fondo azul y la tabla nos indica que
disponen de 14 posibles caminos. Maria y Alberto deciden comprobarlo con lapiz y papel:

Los 14 posibles desplazamientos de 9 manzanas que puede efectuar
Alberto en Automdovil terminando en una estacion de Metro
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El desafio.

El desafio en esta ocasidn consiste en demostrar una férmula para cualquier destino en Automévil que
disponga de estacion de Metro. Para homogeneizar las soluciones, daremos esta formula en funcion de las
manzanas que tengamos que recorrer hacia el Sur, desde la casa de Alberto y Maria, para llegar a la
estacién de Metro. A este nimero de desplazamientos al Sur lo llamaremos N. Para llegar ahi, habra que
recorrer ademas N+1 manzanas al Este, y por tanto un total de 2*N+1 manzanas.

Tened cuidado con esto: en esta tercera parte usamos la N con un significado diferente al que le dabamos
en la primera y segunda parte.

Usaremos la variable Cat para proporcionar el resultado. Cat corresponde a las siglas de "Caminos en
Automovil para regresar en Transporte publico".

Por tanto, para el caso del enunciado, donde se recorren 5 manzanas al Este y 4 al Sur:
° N=4
e Cat(N) = Cat(4) = 14.

Para que no haya lugar a confusién, reescribimos los valores de la tabla que confeccionaron Alberto y Maria
anteriormente en funciéon de N. Se entiende que siempre respetamos las restricciones para Automoviles:
desplazamientos a Este o Sur, y sin pasar nunca por la diagonal verde.

N | Cat(N) Interpretacién

1 1 N° de caminos posibles para llegar al nodo 2 manzanas al Este y 1 al Sur

2 2 N° de caminos posibles para llegar al nodo 3 manzanas al Este y 2 al Sur

3 5 N° de caminos posibles para llegar al nodo 4 manzanas al Este y 3 al Sur

4 14 N° de caminos posibles para llegar al nodo 5 manzanas al Este y 4 al Sur
5 42 N° de caminos posibles para llegar al nodo 6 manzanas al Este y 5 al Sur

6 132 N° de caminos posibles para llegar al nodo 7 manzanas al Este y 6 al Sur

7 429 N° de caminos posibles para llegar al nodo 8 manzanas al Este y 7 al Sur

8 1.430 N° de caminos posibles para llegar al nodo 9 manzanas al Este y 8 al Sur

El desafio consiste en demostrar que la férmula para Cat(N) es la siguiente:

Cat(N) = (2N)!
at(N) = ST T D

Es decir, no se trata de verificar que los valores 1, 2, 5, 14, 42, 132 ... se corresponden a esa férmula, sino

de deducir la formula para las condiciones del problema.

Por si estais dudando, Alberto se sigue moviendo en las mismas restricciones que en la parte 1 del
problema, por lo que las tablas con los caminos que llegan a cada cruce y las relaciones entre los nimeros
de caminos que llegan a cada cruce son las mimas. Lo que cambian son dos cosas:

e El destino: Lo que queremos contar es el nimero de caminos Cat(N) que puede realizar Alberto en
automovil terminando N manzanas al Sur y N+1 al Este de la estacion de metro mas cercana a su
casa.

e Lanomenclatura: Usamos la variable N con otro sentido.
Una pista: a algunos de vosotros la ciudad donde viven Maria y Alberto, con sus manzanas cuadradas y su

diagonal, os habran podido recordar a Barcelona. Sin embargo, no se trata de una ciudad catalana. En
realidad, es una localidad belga.



